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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящем пособии кратко, но доступно излагается материал 

по рядам, входящий в программу по высшей математике для студентов 

нетехнических вузов. В нем указано, в какой последовательности надо 

изучать рекомендуемую литературу, какие задачи необходимо решать. 

Каждый раздел содержит основной теоретический материал, примеры с 

краткими методическими указаниями и решениями, а также задачи, 

которые рекомендуются к самостоятельному решению. 

Так как в результате изучения дисциплины математика студент 

должен овладеть следующими компетенциями: 

 владеть культурой мышления, быть способным к обобщению, 

анализу, восприятию информации, постановке цели и выбору путей 

ее достижения (ОК-1); 

 уметь логически верно, аргументировано и ясно строить устную и 

письменную речь, быть способным в письменной и устной речи 

правильно (логически) оформить результаты мышления (ОК-2); 

 стремиться к саморазвитию, повышению своей квалификации и 

мастерства, приобретать новые знания в области техники и 

технологии, математики, естественных, гуманитарных, социальных 

и экономических наук (ОК-7) 

 быть способным и готовым использовать основные законы 

естественнонаучных дисциплин в профессиональной деятельности, 

применять методы математического анализа и моделирования, 

теоретического и экспериментального исследования (ПК-1) 

 владение культурой мышления, знание его общих законов, 

способность в письменной и устной речи логически правильно 

оформить его результаты (ОК-3); 

 способность и готовность приобретать с большой степенью 

самостоятельности новые знания, используя современные 

образовательные и информационные технологии (ОК-4); 

 способность применять математический аппарат, необходимый для 

осуществления профессиональной деятельности (ОК-15) 
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§ 1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

1. Первообразная функция и её свойства 

Определение 1. Функция  F(x) называется первообразной для функции 

f(x) на некотором промежутке, если в каждой точке этого промежутка 

функция F(x) дифференцируема и выполняется равенство F '(x) =  f(x). 

Пример 1.   Функция    F (x) = sin x    является   первообразной   

функции          f(x) = cos x на бесконечном промежутке (– ; +), так как 

F’(x) = (sin x) ' =  cos x =  f(x) для x  (– ;+). 

Нетрудно убедиться, что функции F1(x) = sin x + 3 и F2(x) = sin x – 7 

также являются первообразными  функции f(x) = cos x  для всех  x (– 

;+), т.е. если для функции f(x) на некотором промежутке существует 

первообразная функции, то она не является единственной.  

 Множество всех первообразных для данной функции f(x) есть 

множество, которое задаётся формулой F(x) + C, где C – любая 

постоянная величина. 

Теорема 1 (об общем виде первообразной). Если F(x) – одна из 

первообразных для функции f(x) на интервале (a;b). Тогда множество 

всех первообразных для функции f(x) на интервале (a;b) будут 

представлены в виде  F(x) + C, где C – const.. 

 F(x) + С, где С – const.Такая форма записи первообразной  называется  

общи вида первообразной. 

 

2. Понятие неопределённого интеграла 

Определение 2. Множество  всех первообразных для данной функции 

f(x) на интервале (a;b) называется неопределённым интегралом функции 

f(x) на этом интервале и обозначается символом: 

  .)(d)( CxFxxf  

В обозначении  xxf d)(  знак  называется знаком интеграла, xxf d)(  

– подынтегральным выражением, )(xf  – подынтегральной функцией, 

x  – переменной интегрирования. [3] 

Теорема 2. Если функция  f(x) непрерывна на промежутке (a;b), то она 

имеет на промежутке (a;b) первообразную и неопределённый интеграл. 

Замечание. Операция нахождения неопределённого интеграла от данной 

функции f(x) на некотором промежутке носит название интегрирования 

функции f(x). 

Действие интегрирования является обратным действию 

дифференцирования.  

3. Свойства неопределённого интеграла 

Из определении первообразной F(x) и неопределённого интеграла от 

данной функции f(x) на некотором промежутке, следуют свойства: 

1.   )(d)(
 

xfxxf
'
 . 

2.   xxfxxf d)(d)(d  . 

3.   CxFxF )()(d , где С – произвольная постоянная. 

4.   xxfkxxfk d)(d)( , где k = const. 

5.   xxfxxfxxfxf d)(d)(d)()( 2121    

Замечание. Все  свойства верны при условии, что интегралы, 

фигурирующие в них, рассматриваются на одном и том же промежутке 

и существуют. 

 

4. Таблица основных неопределённых интегралов 

1.   Cxd0 . 

2.   Cxxd . 

3. 1α ,
1α

d
1α

α 





 C
x

xx . 
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4. Cx
x

x
  ||ln

d
 . 

5. C
a

a
xa

x
x  ln
d . 

6. Cexe xx  d . 

7.   Cxxx cosdsin . 

8.   Cxxx sindcos . 

9. Cx
x

x
  tg

cos

d
2 . 

10. Cx
x

x
  ctg

sin

d
2 . 

11. Cx
x

x



  arctg

1

d
2 . 

12. 0  ,arct
1d

22



 aC

a

x
g

axa

x
. 

13. Cx

x

x



 arcsin

1

d

2
. 

14. axaaC
a

x

xa

x



   ,0 ,arcsin

d

22
. 

15. axaC
ax

ax

aax

x








  ;0 ,ln

2

1d
22 . 

16. Caxx
ax

x





2

2
ln

d
. 

где  С – произвольная постоянная. 

Замечание. Интеграл, взятый не от любой элементарной функции, 

является элементарной функцией. Примерами могут служить 

следующие интегралы, часто встречающиеся в задачах: 

xxe d
2




 – интеграл Пуассона, 

xxxx dsin,dcos 22

  – интегралы Френеля, 

)10(
ln

d
 x

x

x
 – интегральный логарифм, 

x
x

x
x

x

x
d

sin
,d

cos
   )0( x  – интегральный косинус и синус. 
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§ 2. МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

1. Непосредственное интегрирование 

а) Работа с таблицей: предложенный интеграл оказался одним из 

табличных интегралов.  

Пример 1. 

1. C
x

x

x



 2

arcsin

4

d

2
    

2. Cxx

x

x
 4ln

4

d 2

2



    

б) Метод разложения: предложенный интеграл после применения 

линейных свойств (4) и (5) неопределённого интеграла меняется на 

алгебраическую сумму табличных интегралов. 

Пример 2. 

C
x

xx

C
x

x
x

xxxxx

x

x

x

x
xxx

xx
x

























4
||ln2

5

21

1
4 ||ln2

3

5
7d4 ||ln2d7

d
4

d
2d7d

42
7

3 5

13

5

23

2

2

3 2
2

3 2

 

Ответ: C
x

xx
xx

x 









4
 ||ln2

5

2142
7 

3 5

2

3 2
. 

Пример 3. 














x

xx

x
x

xx

x
x

xx

xx
x

xx

x
d

sincos

sin
 d

sincos

cos
d

sincos

sincos
d

sincos

2cos
22

2

22

2

22

22

22

 

Cxx
x

x

x

x
    tg  ctg

cos

d
 

sin

d
22  

Ответ: Cxxx
xx

x


 tgctgd
sincos

2cos
22 . 

Пример 4.  

Cxxxxxx
x

x
x




  sin
2

1

2

1
dcos

2

1
d

2

1
d

2

cos1
d

2
sin2

 

Ответ: Cxxx
x

 sin
2

1

2

1
d

2
sin2

 

в) Подведение под знак дифференциала: предложенный интеграл 

удается свести к табличному интегралу с помощью изменения 

переменой интегрирования или за счёт преобразований под знаком 

дифференциала. При этом используют следующие формулы: 

d((x)) = '(x)dx; 

;dcos)(sind  );
1

(d
d

  );(lnd
d

2
xxx

xx

x
x

x

x
  

); ctg(d
sin

d
  ); tg(d

cos

d
  ;dsin)(cosd

22
x

x

x
x

x

x
xxx   

)(d
2

1
d  );d(

1
d 2xxxbax

a
x  и т.д. 

Далее равенство справедливо для любой дифференцируемой 

функции            u = (x). 

  CxFxxf )(d)( , 

  CuFuuf )(d)(  

Пример 5. 



 

Cx
x

x
x

x

x
xx  |cos|ln

cos

cosd
d

cos

sin
d tg     

Ответ:   Cxxx  |cos|lndtg . 

Пример 6. 

CxC
x

xxxx  )72(
22

1
 

11

)72(

2

1
)72(d)72(

2

1
d)72( 11

11
1010 


 

. 

Ответ: Cxx 
1110 )72(

22

1
)72( . 

Пример 7. 

.
3

arcsin
2

1

)(3

)(d

2

1

9

d 2

222

2

4
C

x

x

x

x

xx







  

Ответ: C
x

x

xx



 3

arcsin
2

1

9

d 2

4
. 

Пример 8. 

Ce
e

e

e

xe x

x

x

x

x








 |57|ln

5

1

57

)57(d

5

1

57

d
. 

Ответ: Ce

x

xx x 


 |57|ln

5

1

9

d

4
. 

Пример 9. 

Cx
x

x

xx

x






 )(lnarctg

1ln

lnd

)1(ln

d

22 . 

Ответ: Cx
xx

x



 )(lnarctg

)1(ln

d

2 . 

 

2. Интегрирование подстановкой 

При подстановке (или замена переменной) пользуемся  следующим 

правилом. 

      Если не удаётся найти интеграл )(xf  непосредственно, то можно 

выбрать такую функцию x = (t), удовлетворяющую условиям: 

1) (t) непрерывна при t  (;), соответствующем интервалу x (a;b),  

2) дифференцируемая при t (;); 

3) имеет обратную функцию t = 
–1

(x),  

чтобы 

tt'tfxxf d)())((d)(    ,  t = 
–1

(x) 

стал табличным или более простым. Иногда для упрощения интеграла 

можно сделать замену t = (x). [4] 

Пример 10. 





































2222

3

d
d;

3

3 t 

Замена

222 2

d

3

1

2

3

d

)3(2

d

94

d

t

t

t

t

x

x

x

x

t
x

t
x

x
 

     

C
x

C
t


2

3
arctg

6

1

2
arctg

2

1

3

1
. 

Ответ: C
x
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3. Интегрирование по частям 

 Функции u = u(x) и v = v(x) дифференцируемы на некотором интервале 

(a;b). И на интервале (a;b) функция v(x)u'(x) имеет первообразную. 

Тогда на интервале (a;b) функция u(x)v'(x) также имеет первообразную. 

При этом справедливо равенство: 

   xxuxvxvxuxxvxu d)(')()()(d)(')( . 

или 

   uvvuvu dd . 

Последнее соотношение называется формулой интегрирование по 

частям. 

Замечание: Для вычисления интеграла необходимо  разбить 

подынтегральное выражение на два множителя u(x) и  dv(x) так, чтобы 

интеграл   uv d  оказался легко интегрируемым.  

Типы интегралов для которых применима формула интегрирования по 

частям, может быть разбита на следующие три группы. 

1.Интегралы вида 

  ,dxexP ax     ,dxaxsinxP     ,cos dxaxxP где  xP многочлен

, a число, .0a  Удобно положить  ,xPu   а за dv  обозначить все 

остальные сомножители подынтегрального выражения, то есть 
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В данном случае формула    uvvuvu dd  применяется 

столько раз, какова степень многочлена  .xP  

2. Интегралы 

вида   ,arcsin xdxxP   ,xdxarccosxP   ,arctgxdxxP   ,arcctgxdxxP

  .xdxlnxP В таких интегралах удобно положить   ,dxxPdv   а за  

u  обозначить остальные сомножители, то есть 
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3. Интегралы вида    ,dxbxsineax    ,cos dxbxeax
 где a   и  b  

числа. В таком случае за u  можно принять функцию 
axeu   или 

    .bxcosu sin  bxu  Формула интегрирования по частям будет 

применяться два раза. В повторном интегрировании по частям за u  

необходимо принять аналогичную в первом применении функцию. В 

таком случае получается уравнение относительно данного по условию 

интеграла, из которого легко найти этот интеграл. При неудачном 

выборе  u  и dv  в повторном интегрировании получается бесполезное 

тождество. [3] 
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Пример 15. 
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Пример 16. 
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Пример 18. 
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Далее необходимо решить уравнение: 

 

Пусть Jxxex  d2cos , тогда уравнение запишется в виде: 
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Пример 19. 
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JxxxxJ  )sin(ln)cos(ln  

))sin(ln)(cos(ln2 xxxJ   

))sin(ln)(cos(ln
2

xx
x

J  . 

Ответ: Cxx
x

xx  ))sin(ln)(cos(ln
2

d)(lncos . 

 





















 xxxx

xv

x
x

x
u

xv

xu
xx d)sin(ln)cos(ln

d
)sin(ln

d

dd

)cos(ln
d)cos(ln

.d2cos
4

1
2cos

4

1
2sin

2

1
d2cos xxexexexxe xxxx

 



 

 

4. Интегрирование рациональных дробей 

4.1. Разложение рациональной дроби на сумму простых дробей 

Определение 1. Рациональной дробью называется отношение двух 

многочленов: 
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Определение 2. Рациональная дробь называется правильной, если m < 

n. В противном случае (если m   n) она называется неправильной. 

Определение 3. Простыми рациональными дробями называются дроби 

следующих четырех типов: 
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Теорема 3. Всякую неправильную рациональную дробь можно 

представить в виде суммы целой части (многочлена) и правильной 

рациональной дроби. 

Пример 20. Представить дробь 
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и правильной рациональной дроби. 

Так как высшая степень числителя равна 4, а знаменателя – 2, то данная 

дробь неправильная (4 > 2). Разделим числитель на знаменатель: 
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Следовательно, дробь можно записать в виде: 
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Теорема 4. Любую правильную рациональную дробь можно 

единственным образом представить в виде суммы конечного числа 

простых рациональных дробей. 

Разложение правильной рациональной дроби 
)(

)(

xQ

xP

n

m
 (m<n) на сумму 

простых дробей можно выполнить по следующей схеме: 

Найти корни многочлена Qn(x) и представить его в виде произведения 

простых множителей: 
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где ji aa  ,  rji  ,1  
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Записать разложение дроби с неопределёнными коэффициентами: 
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Определить коэффициенты  

ss slslrk FFMMAA ,...,,...,,... 111111 2  

Суммарное  число которых равно n, методом неопределенных 

коэффициентов. 

Для этого необходимо всё разложение привести к общему знаменателю 

и приравнять числитель полученной дроби к Pm(x). Приравнивая в этих 

многочленах коэффициенты при одинаковых степенях x, получим 

систему из n линейных уравнений с n неизвестными. Эта система имеет 

единственное решение – искомые коэффициенты. 

Пример 21. Разложить дробь 
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 на сумму простых дробей. 

1) Данная дробь правильная. Разложим знаменатель на множители: 

)2)(1()2(2 223  xxxxxxxxx . 

2) Запишем разложение данной дроби на сумму простых дробей: 
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3) Для нахождения коэффициентов A, B и C приводим разложение 

дроби к общему знаменателю и приравняем числители дробей. 
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Следовательно, дробь можно записать в виде: 
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4.2. Интегрирование простых дробей 

Задача интегрирования рациональной дроби сводится к умению 

интегрирования только правильных рациональных дробей, так как 

интегрирование целой части дроби (многочлена) – задача не сложная. 

Если решена задача разложения правильной дроби на сумму простых 

дробей, то дальше надо уметь интегрировать простые дроби. Покажем, 

как интегрировать простые дроби (четыре типа). [2] 
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Интегрирование дроби IV типа проводится аналогично интегрированию 

дроби III типа. 

Пример 22. Найти интеграл от дроби III типа: 
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Пример 23. Найти интеграл от дроби IV типа: 
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Итак, любая рациональная дробь интегрируема. Для этого необходимо 

выполнить следующие шаги: 

1) Выделить целую часть дроби, если дробь является неправильной, т.е. 

представить в виде: 
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, 

где Tm–n(x) и Rr(x) – многочлены степени m–n и r соответственно 

(причём          r < n). 

2) Разложить правильную рациональную дробь 
)(

)(

xQ

xR

n

r  на сумму 

простых дробей. 

3) Вычислить интегралы от многочлена Tm–n(x) и каждой из простых 

дробей, полученных на шаге 2). 
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Поэтому можно записать: 
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Значит, подынтегральную рациональную дробь можем представить в 

виде: 
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3) Найдём интеграл: 
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5. Интегрирование тригонометрических выражений 

1) Интеграл вида  xdxx nm cossin     Zmn ,  

а) Если n – чётное число и m – чётное, то подынтегральное выражение 

преобразуют с помощью формул: 
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б) Если одно из чисел m или n – нечётное, то выполняют замену: 

t = sin x, если n – нечётное; 

t = cos x, если m – нечётное. 

Эта замена приводит к интегрированию степенных интегралов или 

рациональных дробей. [1] 

в) Если оба числа m и n – нечётные, то интеграл берется как в случае 

замены: 

t = sin x, так и t = cos x. 

Пример 25. Вычислить интеграл: 
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Пример 26. Вычислить интеграл: 
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Пример 27. Вычислить интеграл: 
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2) Интегралы вида:  
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 , )sin()sin(
2

1
)cos()sin( xnmxnmnxmx   

 , )cos()cos(
2

1
)sin()sin( xnmxnmnxmx   

 . )cos()cos(
2

1
)cos()cos( xnmxnmnxmx   
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3) Интеграл вида:  xxxf d) cos; (sin  , где f(u;v) – рациональная 

функция двух переменных. 

Такие интегралы приводятся к интегралам от рациональной дроби с 

помощью замены: 
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Пример 29. Вычислить интеграл: 
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4) Интегралы вида:  xxxf d)cos;(sin 22

 , где f(u;v) – рациональная 

функция двух переменных. 

Такие интегралы находят сведением к интегралу от рациональной дроби 

с помощью замены: 
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Пример 30. Вычислить интеграл: 
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5) Интегралы вида: xxm dtg ;  xxm dctg , где )2(  mNm . 

Такие интегралы находят после предварительного применения формул: 

1
cos

1
tg

2

2 
x

x ;  1
sin

1
ctg

2

2 
x

x  

или с помощью замены: 
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Пример 31. Вычислить интеграл: 
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6. Интегрирование некоторых видов иррациональных 

выражений 

1) Интеграл вида  x
Cbxax

nmx
d

2



 

Такие интегралы находят с помощью преобразований и замены, 

аналогичных преобразованиям и замене для нахождения интеграла от 

простой рациональной дроби III типа. [1] 

Пример 32. Вычислить интеграл: 
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2) Подынтегральная функция содержит 
22 xa  . 

Тогда надо выполнить замену: 
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Такая замена приводит к интегралу от некоторого тригонометрического 

выражения. 

Пример 33. Вычислить интеграл: 
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3) Подынтегральная функция содержит 
22 ax  . 

Тогда надо выполнить замену: 
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Пример 34. Вычислить интеграл: 
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4) Подынтегральная функция содержит 
22 ax  . 

Тогда надо выполнить замену: 
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Пример 35. Вычислить интеграл: 
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5) Подынтегральная функция содержит 
n bax : 

Тогда надо выполнить замену: 

n baxt  . 

Пример 36. Вычислить интеграл: 
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Пример 37. Вычислить 

интеграл:
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7. Контрольные вопросы 

1 Дать определение первообразной функции. 

2.Дать определение неопределенного интеграла. Указать его    

геометрический смысл. 

3.Сформулировать  свойства неопределенного интеграла. 

4.Написать таблицу основных интегралов. 

5.Замена переменной в неопределенном интеграле. 

6.Интегрирование по частям. 

7.Как интегрируются простейшие рациональные дроби I, II, III типа? 

8.Сформулировать теорему о разложении правильной рациональной 

дроби на сумму простейших дробей. 

9.Интегрирование неправильных дробей. 

10.Как интегрируются тригонометрические функции? 

11.Указать тригонометрические подстановки для интегралов: 

  dxxaxR )( 22
,    dxxaxR )( 22

 

 

 8. Задания для самостоятельного решения 

Найти неопределенные интегралы. 
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§ 3. ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

1. Задача, приводящая к определённому интегралу 

Пусть на  отрезке [a;b] задана непрерывная неотрицательная функция             

y = f (x).  

Определение 1. Криволинейной  трапецией называется фигура, 

ограниченная  осью  абсцисс, прямыми x = a, x = b  и  графиком 

функции       y = f(x).  

 Задача: вычислить площадь этой криволинейной трапеции (рис. 1) 

 
Рис. 1 

 

Решение. 

1) Разобьём отрезок [a;b] на n частей точками x0 = a; x1; x2;  xn–1;  xn =  b и 

проведём прямые x =  x1, x =  x2, … x =  xт–1, которые разобьют трапецию 

на n частей. 

2) Обозначим xk = xk  – xk–1 – длины отрезков разбиения [a;b]. На 

каждом из отрезков произвольно выберем точку Mk  (k = 1, 2,…, n). 

Построим на  каждом из отрезков прямоугольники с высотами, равными 

значению функции в выбранных точках Mk . 

Площади    полученных    прямоугольников   равны: 

S1 = f (M1)   x1; S2 =  f (M2)   x2, ….,  Sn =  f  (Mn)   xn . 

3)Найдём сумму этих площадей: 

 

 

Получили площадь ступенчатой фигуры. Эта площадь зависит от 

способа разбиения отрезка [a;b] на части и от  выбора на каждой из 

частей точек Mk  (k = 1, 2,…, n).  

Чем больше будет точек разбиения отрезка [a;b] на части и мельче по 

длине эти части, тем точнее сумма 



n

k
kk xMfS

1

)(  будет 

приближаться к площади данной криволинейной трапеции, т.е. можно 

записать: 





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крив.тр. )(limlim  

Определение 2. Сумма 



n

k
kk xMfS

1

)(  называется интегральной 

суммой функции f (x) на отрезке [a;b]. 

Определение 3.  Предел  интегральной суммы S  функции f (x) на 

отрезке [a;b] при n    и max xk  0 называется определённым  

интегралом функции f (x) на отрезке [a;b], если этот предел существует 

и не зависит ни от способа  разбиения отрезка [a;b] на части, ни от 

выбора точек   Mk    (k = 1,…, n) на каждой из частей. То есть: 
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 


b
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k
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n
xxfxMfS d)()(lim

1
крив.тр. . 

При этом отрезок [a;b] называют отрезком интегрирования, “a” – 

нижним пределом интегрирования, “b” –  верхним пределом. 

Теорема 1 (достаточное условие интегрируемости функции на 

отрезке [a;b]). Если функция f(x) на отрезке [a;b] непрерывна, то 

определённый интеграл 
b

a

xxf d)(  существует, т.е. функция f (x) на 

отрезке [a;b] интегрируема. [3] 

 2.  Геометрический смысл определённого интеграла 

1) 
b

a

xxfS d)(кр.тр.  

 
2) Если область ограничена двумя кривыми y = f (x) и  y = g(x), причём 

при      x [a;b]  f (x)  g(x), то площадь области, ограниченной кривыми  

y = f (x);          y = g(x) и прямыми x = a,  x = b, вычисляется по формуле:  

  xxgxfS

b

a

D d)()(   

 
 

3. Свойства определённого интеграла 

1)  

a

a

xxf 0d)(  

2)  
b

a

a

b

xxfxxf d)(d)(  

3)  

b
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b
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xxfkxxfk d)(d)(  

4)   xxfxxfxxfxf

b
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b

a
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d)(    d)(d)()( 2121     

5) Если функция f(x) интегрируема на отрезках [a;c] и [c;b], то она 

интегрируема и на отрезке [a;b], причём верно равенство: 

 



 

  
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при любом расположении точек a, b и c  на оси Ox. 

6) Если f (x)  0 при x [a;b], то  

 

b

a

xxf 0d)(  

7) Если на отрезке [a;b]    f (x)  g (x), то 

 
b

a

b

a

xxgxxf d)(d)(  

8) Теорема 2  (о среднем значении определённого интеграла). Если 

функция   f (x) непрерывна на отрезке [a;b], то на этом отрезке найдётся 

хотя бы одна точка c, в которой выполняется равенство: 

 

b

a

abcfxxf )()(d)(  

 

  4.  Вычисление определенного интеграла.  

4.1 Интеграл с переменным верхним и постоянным нижним 

пределами и его свойства 

Определение 4. Пусть функция y = f(x) непрерывна на отрезке [a;b]. 

Тогда она непрерывна на отрезке [a;x] для любого x[a;b]. 

Следовательно, на отрезке [a;b] определена функция 
x

a

ttfxF d)()( , 

которая называется интегралом с переменным верхним пределом. 

Свойства этой функции сформулируем в виде теоремы. 

Теорема 3. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b]. Тогда 

функция  
x

a

ttfxF d)()(  обладает свойствами: 

1) непрерывна на отрезке [a;b]; 

2) имеет производную F'(x) в каждой точке x[a;b], удовлетворяющую 

равенству )(d)()( xf

'

ttfx'F
x

a









  . 

Из теоремы 3 следует, что функция 
x

a

ttfxF d)()(  является 

первообразной для функции f (x). 

 

4.2 Формула Ньютона–Лейбница 

Теорема 4. Пусть функция f (x) непрерывна на отрезке [a;b] и (x) – 

какая-либо её первообразная на отрезке [a;b]. Тогда определённый 

интеграл от функции f(x) по отрезку [a;b] равен разности значений 

функции (x) в точках b и a: 

 

b

a

abxxf )()(d)(  

Это и есть формула Ньютона–Лейбница. Она является основной 

формулой интегрального исчисления, и даёт правило вычисления 

определённого интеграла. 

Формулу Ньютона–Лейбница часто записывают в виде: 

 
b

a a

b

xxxf )(d)(  , 

где используется обозначение: 
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Задача вычисления определённого интеграла свелась к нахождению  

первообразной непрерывной функции. [2] 

Пример 1. Вычислить интеграл: 
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Пример 2. Вычислить интеграл: 
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  5.  Методы интегрирования определённого интеграла  

5.1.Замена переменной в определённом интеграле 

Теорема 5. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b] и пусть 

функция      x = (t) имеет непрерывную производную '(t) на отрезке 

[;], область значений этой функции – отрезок [a;b], т.е. a   (t)  b  

для  t [;], причём () = a, () = b. 

Тогда справедливо равенство: 
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Пример 3. Вычислить интеграл: 
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Пример 4. Вычислить интеграл: 
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5.2. Интегрирование по частям в определённом интеграле 

Теорема 6. Пусть функции u(x)  и  v(x) имеют непрерывные 

производные на отрезке [a;b]. Тогда справедливо равенство: 
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Эту формулу удобно записать в виде: 
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Пример 5. Вычислить интеграл: 
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Пример 6. Вычислить интеграл: 
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  6. Приложения определённого интеграла 

6.1. Вычисление площадей плоских фигур в прямоугольной системе 

координат 

а) Область D  ограничена кривыми y = f(x)  и  y = g(x), прямыми x = a и   

x = b, причём  f(x)  g(x) для  x[a;b]. 

  xxgxfS

b

a

D d )()(  . 

б) Область D ограничена кривыми x = f(y)  и x = g(y), прямыми y = c и y 

= d, причём f (y)  g(y)  для  y[c;d]. 

  yygyfS

d

c

D d )()(  . 

6.2. Вычисление площади плоской фигуры в полярной системе 

координат 

а) Полярная система координат задается полярной осью Ox, полюсом – 

точка O и масштабной единицей (рис. 2)   

 
 

                                                      Рис. 2 

Точка M в этой системе задаётся двумя координатами ( и ):  – угол 

наклона радиуса-вектора OM к оси Ox;  – длина радиуса-вектора OM . 

Формулы перехода от полярной системы координат к прямоугольной 

системе, связанной с полярной точкой начала координат – точка 0, осью 

абсцисс с полярной осью и осью ординат, перпендикулярной полярной 

оси  

M(;) = M(x; y):  
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Уравнение кривой в полярной системе координат – соотношение между  

 и :     =  (). 

б) Площадь криволинейного сектора в полярной системе, 

ограниченного лучами  = и  = , кривой  = ()  (рис. 3),  

вычисляется по формуле: 

)d(ρ
2

1
β

α

2
S .   



 

 
Рис.3 

6.3 Вычисление объёма тела по площадям параллельных сечений 

Пусть задано объёмное тело T, для которого известна площадь S(x) 

любого сечения плоскостью, проходящей через точку (x;0;0) 

перпендикулярно оси Ox, a   x   b (рис. 4). Нужно вычислить объём 

тела.  

 
Рис. 4 

 

Пусть функция S(x) непрерывна на отрезке [a;b]. Тогда объём тела T 

вычисляется по формуле: 


b

a

T xxSV d)(
. 

6.4 Вычисление объёма тела вращения 

Надо вычислить объём тела, образованного вращением вокруг оси Ox 

криволинейной трапеции ABCD, ограниченной кривой y = f (x), осью Ox 

и прямыми  x = a, x = b. 

В таком случае площадь поперечного сечения в точке x [a;b] круг 

радиусом  f(x) равна: 

)(π)( 2 xfxS  . 

Тогда объём тела, образованного вращением вокруг оси Ox 

криволинейной трапеции ABCD, вычисляется по формуле: 

xxfV

b

a

d)(π 2
 . 

Объём тела, образованного вращением вокруг оси Oy криволинейной 

трапеции ABCD, ограниченной кривой x = (y), осью Oy и прямыми   y = 

c,     y = d, вычисляется по формуле: 

yyV
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  . 

 

7.Контрольные  вопросы 

1.Определение определенного интеграла, его геометрический смысл. 

2.Сформулировать свойства определенного интеграла. 

3.Формула Ньютона-Лейбница. 

4.Замена переменной в определенном интеграле. 

5.Записать формулу определенного интегрирования по частям. 

6.Формулы вычисления площадей плоских фигур с помощью   

определенного интеграла. 

7.Формулы для вычисления объемов тел вращения. 

 

 8. Задания для самостоятельного решения 

 

Вычислить интегралы: 
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dx

          19. 


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1

0
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.
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§ 4. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

При изучении определённого интеграл от функции f (x), требуется, 

чтобы функция f (x) удовлетворяла следующим условиям: 

         -была определена на конечном отрезке [a;b]; 

         -была непрерывна на отрезке [a;b]. 

Если нарушено хотя бы одно из указанных условий, то речь будет идти 

о несобственных интегралах первого и второго рода. [4] 

 

  1. Интегралы с бесконечными пределами 

Пусть функция f (x) определена и непрерывна на промежутке [a;+) или  

(–;a] или (–;+). 

Определение 1. Если существует конечный предел 


b

a
b

xxf d)(lim , то 

этот предел называется несобственным интегралом от функции f(x) на 

бесконечном промежутке [a;+), обозначается 


a

xxf d)(  и в этом 

случае считается, что интеграл сходится. Если 


b

a
b

xxf d)(lim  не 

существует или равен , то считается, что интеграл 


a

xxf d)(  

расходится. 

Аналогично определяются интегралы: 







a

b

a

b
xxfxxf d)(limd)(  

 







c

a

a

b cb

a

a

xxfxxfxxfxxfxxf d)(limd)(limd)(d)(d)(

 

Если пределы конечные, то соответствующий интеграл считают 

сходящимся, а если хотя бы один из пределов не существует или 

бесконечный, то интеграл считают расходящимся. 

Пример 1. Исследовать на сходимость несобственный интеграл: 























 








xx

b
x

b

x

eV

xu

xeV

xu
xxexxe 22

1

2

1

2

2

1
dd

dd
dlimd  



































 









14

1

22
lim

2

1

12
lim 2

2

2
1

22
b

e
e

e

b
e

b

e
x x

bb

b
xx

b

 

222

222

222

2

4

3

4

3
0

4

1
lim

4

3

4

1
lim

2
lim

4

1

4

1

2

1

2
lim

eee

eee

b
eee

e

b

bb

bbbb

b

bb





















 

Так как получили конечное число, то интеграл xxe xd

1

2




 сходится и 

равен 24

3

e
. 

Ответ: 2
1

2

4

3
d

e
xxe x 




. 



 

  2.  Интегралы от разрывных функций 

1) Пусть функция y = f (x) определена и непрерывна на отрезке [a;b], а в 

точке x = b либо не определена, либо имеет разрыв. Такую точку x = b 

будем называть особой точкой функции f (x). 

Определение 2. Если существует конечный предел 




ε

0ε
d)(lim

b

a

xxf , то 

он называется несобственным интегралом второго рода от функции f(x) 

на отрезке [a;b] и обозначается символом 
b

a

xxf d)( . При этом говорят, 

что несобственный интеграл 
b

a

xxf d)(  сходится и записывается 

равенство: 







ε

0ε
d)(limd)(

b

a

b

a

xxfxxf . 

Если конечный предел не существует или он бесконечный, то говорят, 

что несобственный интеграл 
b

a

xxf d)(  расходится. 

2) Пусть функция y = f (x) определена и непрерывна на отрезке [a;b], а в 

точке   x = a либо не определена, либо имеет разрыв. Такую точку x = a 

называют особой точкой функции f (x). 

Определение 3. Если существует конечный предел 


















b

a

xxf

ε
0ε

d)(lim , 

то он называется несобственным интегралом второго рода от функции f 

(x) на отрезке [a;b] и обозначается символом 

 


b

a

xxf d)( . 

При этом говорят, что несобственный интеграл 
b

a

xxf d)(  сходится и 

записывается равенство: 














 




b

a

b

a

xxfxxf

ε
0ε

d)(limd)( . 

Если конечный предел не существует или бесконечен, то говорят, что 

несобственный интеграл 
b

a

dxxf )(  расходится. [3] 

Замечание. Если функция f(x) имеет  разрыв в некоторой  точке x = c 

внутри отрезка [a;b], то по определению полагают: 




























   








b

c

c

a

b

a

c

a

b

c

xxfxxfxxfxxfxxf

δ
0δ

ε

0ε
d)(limd)(limd)(d)(d)(  

при условии, что оба предела в правой части существуют, и   и   не 

зависят друг от друга. Этот интеграл также называют несобственным 

интегралом второго рода от функции f (x) на отрезке [a;b] и 

обозначается символом: 


b

a

xxf d)( . 

Сходимость или расходимость такого интеграла зависит от 

существования или не существования конечного предела. 

Пример 2. Исследовать на сходимость: 
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  1101εlim
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


x

x

x

 

Так получили конечное число, то 
1

0

dln xx  сходится и равен «–1». 

Ответ: .1dln

1

0

 xx  

Пример 3. Исследовать на сходимость: 

   
2

π
1arcsinε)1arcsin(lim0arcsinε)1arcsin(lim

0

ε1

arcsinlim
1

d
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1

d
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0
20ε
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Так как получили конечное число, то 


1

0
21

d

x

x
 сходится и равен 

2

π
. 

Ответ: 
2

π

1

d
1

0
2





x

x
. 

Пример 4. Исследовать на сходимость: 
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Так как получили бесконечность, то 


1

1
2

d

x

x
 расходится. 

Ответ: 


1

1
2

d

x

x
 расходится. 

 3.Контрольные вопросы: 

1. Какой интеграл называется несобственным? 

2. Дайте определение несобственных интегралов 1-го и 2-го родов. 

3. Сформулируйте свойства несобственных интегралов. 

4. Укажите признаки сходимости несобственных интегралов для 

неотрицательных функций. 

 

  4. Задания для самостоятельного решения 



 

Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость. 

 

1. 
.

1340
2



 xx

dx
 

2. 

 



 

3

22
.

1x

dxx
 

3. 

 




3

0
2

.
2x

dx
 

4. 

 
.

3

4

0
3 2

x

dx
 

5. 




2

0
2

.
4 x

dxx
 

6. 



0
3 2

.
1x

dxx
 

7. 



 
.

542 xx

dx
 

8. 

 



e xx

dx
.

ln
2

 

9. 




4

3
2

.
9x

dx
 

10. 




e

xx

dx

1

.
ln

 

Контрольные вопросы: 

1. Какой интеграл называется несобственным? 

2. Дайте определение несобственных интегралов 1-го и 2-го родов. 

3. Сформулируйте свойства несобственных интегралов. 

4. Укажите признаки сходимости несобственных интегралов для 

неотрицательных функций. 

 

 

 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 

Таблица основных интегралов 

1   ;Cxdx   

2 ;1,
1

1







 kC
k

x
dxx

k
k

 

3 ;ln
1

Cxdx
x

  

4 ;
ln

C
a

a
dxa

x
x                    4а   ;Cedxe xx   

5 ;cossin Cxdxx   

6 ;sincos Cxdxx   

7 ; arctg
11

22
C

a

x

a
dx

ax



  

8 ;arcsin
1

22
C

a

x
dx

xa



  

9 ;ln
2

11
22

C
ax

ax

a
dx

ax








  

10 ;ln
1 22

22
Cxaxdx

ax



  

11 ;tg
cos2

Cx
x

dx
  

12 ;ctg
sin 2

Cx
x

dx
  

 



 

Образец решения  варианта  

Задание 1: Вычислить интеграл: 

а) 

; 







 dxx

x
x 7

4 3 2

3

5
 

б) 
 

;

214 3
 x

dx
 в) ;

sin 52

4

 dx
x

x
 

г) ;3 72


 dxx
 д) ;

1

 arctg
2


dx

x

x
 

е) 

  ;sin dxee xx
 

ж) ;
4 4


dx
x

x
 з) ;

72



dx

e

e

x

x

 

и) 

;
5cos4

5sin
2


dx

x

x
 

к) ;tg 2
  dxxx  л) ;

49

3



dx

x

x

 

м) 

;cos2
  dxxx  

н) ;arccos dxx  о) 



;

65

63
23

2

dx
xxx

xx
 п) ;

12

6




dx
xx

x
 

р) 

  
;

sin2cos2sin xxx

dx

 

с) 

;
2323

3

4 22
 xx

dxx

 

т) 

;5cos3cos dxxx

 

у) ;sin4
 dxx  ф) 


;

12xe

dx
  

Решение: 

а) Найдем интеграл, применив свойства неопределенного интеграла и 

формулы (1) и (2) табличного интегрирования: 

 

;7
5

32

6
7

2
4

6
7
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4
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74747
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3 2
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11315
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3
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


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
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









   

 

 Интегралы (б – л) решим методом замены переменной. 

б)   
 

  










dtt

t

dt

dtdx

dxdt

xt

x

dx
4
3

2

1

2

1

;2

;21

21
4 3

2
1

4 3
   

{для нахождения интеграла применим формулу (2)} 

  ;212212
2

1 4

4
1

4
14

1

CxxC
t

  

 

в)   







 
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dt

t

dt

dtdxx

dxxdt
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dx
x

x
22

5
1

4

4

5

52

4

sin5

1

sin

5

1

5
sin

   

{для нахождения интеграла применим формулу (12)} 

;ctg
5

1
ctg

5

1 5 CxCt   



 

г)   












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 
 dtdt

dtdx

dxdt

xt

dx ttx 3
7

1

7

1
3

7

1

,7

,72

3 72
 

{для нахождения интеграла применим формулу (4)} 

;
3ln

3

7

1
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1 72
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xt
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д)   









 tdt
dx

x
dt

xt

dx
x

x

2
2

1
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 arctg

1

arctg
  

{для нахождения интеграла применим формулу (2)} 

;arctg
2

1

2

2
2

CxC
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е)   



  tdt

dxedt
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dxee

x

x
xx sinsin   

{для нахождения интеграла применим формулу (5)} 

;coscos CeCt x   

ж)  
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








  
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xdxdt
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{для нахождения интеграла применим формулу (8)} 

;
2

arcsin
2

1 2

C
x
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з)  

     

















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
22222
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{для нахождения интеграла применим формулу (10)} 

  ;7ln7ln 222 CeeCtt xx   

и)   

   


















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t
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x
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{для нахождения интеграла применим формулу (9)} 
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к)    








t

dt

t

dt

dtdxxx

dxxxdt

xt

dx
x

xx
dxxx
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1
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cos
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2
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2
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{для нахождения интеграла применим формулу (3)} 

;cosln
2

1
ln

2

1 2 CxCt   



 

л)  
 

   















 2222 23ln
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1
3
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t
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{для нахождения интеграла применим формулу (7)} 

;
2

3
arctg

3ln2

1

2
arctg

2

1

3ln

1
CC

t x

  

Найдем интегралы (м – н) методом интегрирования по частям,  

используя формулу   VdxUVUdxVU  (13): 

м)   



 xdxxxx

xVxV

xUxU
xdxx sin2sin

sin;cos

2;
cos 2

2
2

 

    



  dxxxxxx

xVxV

UxU
cos2cos2sin

cos;sin

2;2 2

 

{для нахождения интеграла применим формулу (6)} 

;sin2cos2sin2 Cxxxxx   

н) 

 












 dx
x

xxx

xVV

x
UxU

dxx
2

2

1

1
arccos

             ;1

1

1
;arccos

arccos

 

    {второе слагаемое вычислим с помощью замены, применив формулу 

(2)} 

    CxC
t

t

dt

dtxdx

dxxdt

xt

dx

x

x















2

2
1

2

1
2

2
1

2

1

2

1

2

1

1

2
1

 

    в итоге получаем  ;1arccosarccos 2 Cxxxdxx   

о)  



dx

xxx

xx

65

63
23

2

. 

Под знаком интеграла правильная рациональная дробь. Разложим 

её на простейшие дроби: 

















32)3)(2(

63

65

63 2

23

2

x

C

x

B

x

А

xxx

xx
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xx
 

;
)3)(2(

2365

)3)(2(

)2()3()3)(2(

222












xxx

CxCxBxBxААxАx

xxx

xCxxBxxxА

 

Перейдем к равенству числителей: 

CxCxBxBxAAxAxxx 236563 2222  . 

Отсюда следует, что 

 















































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,1

1
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66:

2353:

1:

0

1

2

C

B

A

А
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Аx

CBАx

CBАx

 

Тогда .
3

8

2

81

65

63
23

2











xxxxxx

xx
 

Интегрируя почленно полученное равенство и применяя свойства 

неопределённого интеграла, получим: 



 

   


















 :

3
8

2
8

3

8

2

81

x

dx

x

dx

x

dx
dx

xxx
 

{для нахождения интегралов применим формулу (3)} 

;3ln82ln8ln Cxxx   

п)  


dx
xx

x

12

6

. 

Под знаком интеграла неправильная рациональная дробь. 

Выделим целую часть этой дроби путем деления числителя на 

знаменатель: 

        
1

1
1

1 2

34

2

6




 xx
xxx

xx

x
 

Выделим полный квадрат в знаменателе правильной рациональной 

дроби: 

.
4

3

2

1
1

4

1

2

1
1

22
2 

















 xxxx  

Возвращаясь к исходному интегралы, получим: 



























































  22

34

2

34

2

3

2

1

1

4

3

2

1

1
1

x

dx
dxxdxdxxdxxdx

x

xxx

{для нахождения первых трёх интегралов применим формулу (2), 

для четвёртого – формулу (1), последний интеграл найдем c 

помощью формулы (7)}  

;
3

12
arctg

3

2

245
arctg

1

245

245

2
3

2
1

2
3

245

C
x

x
xxx

C
x

x
xxx









  

р) 
 

 xxx

dx

sin2cos2sin
. 

Найдем интеграл используя универсальную тригонометрическую 

подстановку: 

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2
arctg2,arctg

2

,
1

1

tg1

tg1
cos,

1

2
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tg2
sin,

2
tg

t

dt
dxtxt

x

t

t
x

t

t
x

x
t

x

x

x

x


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







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





 

 





























 dt
ttt

t

t

t

t

t

t

t

t
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1

1

2
2

1

1
2

1

2

1

2

2

2

22

2

2

2

. 

Разложим подынтегральную функцию на простейшие дроби: 

    

      
  31

1331
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1
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
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A
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Перейдем к равенству числителей: 

CtCtBtBtAAtAtt  2222 3341 . 

Отсюда следует, что 
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Тогда    33

5
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1

3

1
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1
2

2











tttttt

t
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Интегрируя почленно полученное равенство, получим:: 







  
33

5

13

1

t

dt

t

dt

t

dt
 

{для нахождения интегралов применим формулу (3)} 

;3
2

tgln
3

5
1

2
tgln

2
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3

1
3ln

3

5
1lnln

3

1
C

xxx
Cttt 

 

с)  


4 22 2323

3

xx

dxx
. 

Произведем замену:  .
2

1
3,6,23 2 dtxdxxdxdttx   

Получим:  
 4

2
1

tt

dt
 

Наименьшее общее кратное знаменателей дробей 
2

1
 и 

4

1
 есть 4, 

поэтому введем следующую замену:  
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  












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{для нахождения интегралов применим формулы (1) и (3)} 

;23ln22321ln22
4 24 2 CxxCzz   

т)     dxxx 5cos3cos . 

Найдем интеграл, используя формулу тригонометрических 

преобразований 

         xxxxxxxxxx 8cos2cos
2

1
8cos2cos

2

1
53cos53cos

2

1
5cos3cos 

Интегрируя полученное равенство и применяя формулу (6), 

получим: 

      ;2sin
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8sin

16

1
2sin

2

1

2

1
8sin
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у)       
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   dxxdxdxxdx 4cos
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1
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{для нахождения интегралов применим формулы (1) и (6)} 

      ;4sin
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ф) :
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{для нахождения интеграла применим формулу (7)} 

.1arctgarctg 2 CeCt x   

Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость. 

а) ;
40

2


x

xdx
 б) 



4

0
216 x

dx
 

Решение: 

 

а)  Несобственный интеграл I рода. 

  


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{для нахождения интеграла применим формулу (2)} 

  





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




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b
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   -   интеграл расходится. 

б)  Несобственный интеграл II рода. 

4x  является точкой разрыва подынтегральной функции, поэтому: 
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{для нахождения интеграла применим формулу (8)} 

2
0arcsin

4
1arcsinlim

0

4

4
arcsinlim
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











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



















 




x
    -   интеграл 

сходится. 

Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, ограниченной линиями: 
2xy   и  

22 xy  ; 

б)  длину дуги кривой: 

 
 

 









t

ty

ttx
0                     

cos13

sin3
, 

в) объем тела, полученного вращением фигуры 

 xyxy 0   ;0   ;sin , вокруг оси  Ox .    

Решение: 

а)  Существуют несколько формул для вычисления площадей плоских 

фигур. 

 

 Площадь фигуры, заданной в 

декартовой системе координат, 

ограниченной линиями  xfy 1  - 

сверху,  xfy 2  - снизу, слева прямой 

ax  , справа прямой bx   

определяется формулой   

     
b

a

dxxfxfS 21     

  

 

 

b a x  

y   xfy 1  

 xfy 2  

b a x  

y  

 xfy   



 

 Площадь фигуры, ограниченной  кривой заданной 

параметрически уравнениями     baxxfy ;,     

 

 
 ;

;

;









t

tyy

txx
, определяется формулой      





dttxtyS ; 

 

 Площадь фигуры, заданной в полярной системе 

координат, ограниченной кривой     и лучами 

  ,   , определяется формулой:        

 




 dS 2

2

1
. 

 

В нашем случае линии, ограничивающие фигуру, 

заданы в декартовых координатах, поэтому мы будем использовать 

формулу      
b

a

dxxfxfS 21    

Найдем координаты точек пересечения линий: 











2

2

2 xy

xy ,
 

22 2 xx         12 x      

11 x ;    12 x    1a ;    1b . 

      



1

1

2
1

1

2
1

1

22 12222 dxxdxxdxxxS  

 
3

8

3

1
1

3

1
12

1

1

3
2

33




























 

















x
x ; 

 б) В зависимости от способа задания уравнения кривой 

существуют следующие формулы нахождения длины дуги кривой. 

 

 Для кривой, заданной в 

декартовых координатах уравнением 

 xfy     bax ;  длина дуги 

находится по формуле 

   
b

a
AB dxxfl

2
1 ; 

 

Для кривой, заданной 

параметрически 

уравнениями 

    baxxfy ;,     

 

 
 ;

;

;









t

tyy

txx
 

длина дуги находится по формуле 

      




dttytxlAB
22

  

 

 Для кривой, заданной в 

полярных координатах 

уравнением       ;  

длина дуги находится по 

формуле 

     




 dlAB
22

. 

1 -1 x  

y  
2

2 xy   

2
1 2 xy   

    

О   

 β 

 α 

b a 

x  

y  
 xfy   

B 

A 

b a 

x  

y  

 xfy   

A 

B 

    

О 

 α 

  β 
  B 

 A 



 

 

 

В нашем случае кривая задана параметрически, поэтому для 

вычисления её длины мы применим формулу 

      




dttytxlAB
22

 

 

 

   

 















.sin3

,cos13
 
;cos13

,sin3

tty

ttx

ty

ttx
 

        1sincossincoscos213sin3cos13 22

0

22

0

22
ttdttttdtttl



 

   


















 

0 0

22

0
2

sin223
2

sin2cos1cos123cos223 dt
tt

tdttdtt

 

  1210120cos
2

cos12
02

cos26
2

sin6

0









 


t

dt
t

; 

  

в)  Пусть функция  xfy   непрерывна на отрезке  bax ; . Тогда 

объём тела, полученного вращением вокруг оси Ox  криволинейной 

трапеции, ограниченной сверху графиком 

функции  xfy  , снизу Ox , определяется 

формулой:   
b

a

x dxxfV 2  . 

 

 

 

 

Если криволинейная трапеция 

ограниченна графиком 

непрерывной функции  yx    

и прямыми 0x , cy  , dy   

 dc  , то  объём тела, 

образованного вращением этой 

трапеции вокруг оси Oy , по 

аналогии равен:  

 
d

c

y dyyV 2 . 

 

В условиях нашей задачи xy sin , 

0a , b . 

 



























 







1

000

0

22

2cos
22

2cos1

2

2cos1
sinsin

dxxdxdx
x

x
xxdxVx










. 

.
22

0sin
2

1
02sin

2

1

20
2sin

2

1

2

2











































 xx

 

 

Вариант 1. 

  0 x  

y  

  b 
  a 

 xfy   

xy sin  

  0 x  

y  

  π 

  0 x  

y  

 d 

  c 

 yx 

   



 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;
3

22
 








 dx

x
xx  б) ;

1


 x

dx
 в) 

 
;

31
23

2




dx

x

x
 

г) ;
31 2


dx

x

x
 д) ;

sin21

cos
 

dx
x

x
 е) 

 ;
2

xdxe x  

ж) ;2sin dxx  з) ;1
3

cos 







 dx

x
 и) ;

41 2
 x

dx
 

к) ;
13

3
2


dx
x

x

 л) ;
422

 xx

dx
 м) ;2


 dxxe x  

н) ;ln2
 dxxx  о) ;

23

12
2




dx

xx

x
 п) ;

3

2
3

4





dx

xx

x
 

р) ;
cos31


 x

dx
 с) 


;

3

6

dx
xx

x
 т) ;2cossin dxxx  

у)  ;cos2 dxx  ф)   .2
3

  dxex   

Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость: 

а) ;
ln3



e xx

dx
 б) .

1

1

0
2

 x

dx
 

Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, ограниченной параболами: 1
2

2

 x
x

y  и  

63
2

2

 x
x

y  

б)  длину дуги кривой:  xy ln   от точки с абсциссой 
4

3
1 x   до точки 

4,22 x ; 

в) объем тела, полученного вращением вокруг оси ОY фигуры, 

ограниченной гиперболой  
x

y
6

 , осью ОY  и прямыми 1y  и 6y .

    

 

Вариант 2. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) 

;11
23
3

4
 








 dx

xx
x  

б) ;
13  x

dx
 в) 

 
;

15
22


x

xdx
 

г) ;4737  dxxx  д) ;
31 3

2




dx
x

x
 е) 





;
4

dx
e

e
x

x

 

ж) ;5sin dxx  з) ;
31 2

 x

dx
 и) ;3 dxxtg  

к) ;
41 2

 x

dx
 л) ;

3sin

cos
2

x

dxx
 м)   ;3 2

  dxex x  

н) ;arccos dxxx  о)  



;

13
3

2

dx
xx

x
 п) 




;

4

1
2

3

dx
x

x
 

р) ;
sin22


 x

dx
 с) 


;

1313 4 xx

dx
 т) ;2sin3cos dxxx  

у)   ;cossin 54 dxxx  ф) .1  dxex
  

Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость: 



 

а) ;
1

1

0
3

2


 x

dxx
 б) .

40
2



x

xdx
 

Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, заключенной между кривой  
24 xy   и  осью 

Ox ; 

б)  длину дуги кривой  xy cosln1   в пределах от 01 x   до 

4
2


x ; 

в) объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной кривыми  
21

2

x
y


 .   

 

Вариант 3. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) 

;3
24 32

 







 dx

x
xx  

б) ;
3


x

dx
 в) 

 
;

41
23

2




dx

x

x
 

г) ;
52

x

dxx
 д) ;

3sin1

3cos
 

dx
x

x
 е)   ;

22 xdxe x  

ж) ;3
 dxa x  з)   ;2sin2  dxx  и) 

 
;

lncos
 dx

x

x
 

к) ;22 dxtg xx
 л) ;

41

2



dx

x

x

 м) ; dxxe x  

н) ;5arcsin dxxx  

о) 

;
9

22
3

2





dx

xx

xx
 

п) ;
2

1
3

3





dx

xx

x
 

р) ;
cossin2


 xx

dx
 с) 


;

1

4

dx
x

x
 

т) 

  ;5cos4cos dxxx  

у) ;sin3
 dxx  ф)   .4

2

  dxex   

Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость: 

а) ;

0




 dxe x  б) 
1

0

.ln xdx  

Задание 3: Вычислить: 

а)  площадь фигуры, ограниченной линией 52  xy , осью Ox  и осью 

Oy    0y ; 

б)  длину дуги кривой    xxy 3
3

1
   между точками пересечения её с 

Ox ; 

в) объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox  фигуры, 

ограниченной параболой  13 2  xy  и прямой 73  xy .  

  

 

Вариант 4. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;
7

21
4

3
 








 dx

x
x  б) ;

21


 x

dx
 в) 

 
;

3
32


 x

xdx
 

г) ;
41

2
2


dx

x

xarctg
 д) ;

41 3

2




dx
x

x
 е) 


;

21
dx

e

e
x

x

 

ж) ;23


 dxxe x  з) ;2sin dxx  и) ;

3cos2
x

dx
 



 

к) ;
sin 2

x

dxx
 л) ;

45 2
 x

dx
 м)   ;5cos2  dxxx  

н) ;4arcsin dxx  о) ;
8

3
3

dx
x

x





 п) ;

2

2
23

3

dx
xxx

x





 

р) 


;
sin2 x

dx
 с) 


;

21
dx

x

x
 т)   ;3cossin dxxx  

у)  ;cos4 dxx  ф) 


.

2 xe

dx
  

Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость: 

а) ;

1

0
3 x

dx
 б) .

1162


  xx

dx
 

Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, ограниченной кривой  42  xy  и  прямыми 

0y , 1x    1x ; 

б)  длину одной арки циклоиды:  
 
 

 
cos12

sin2









ty

ttx
; 

в) объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox  фигуры, 

ограниченной параболой  2

4

1
xy  , прямой 4x  и осью Ox . 

  

 

Вариант 5. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) ;3
2

1 34
 








 dxxxx  б) 

 
;

1
52


 x

xdx
 в) ;

1 3

2


 x

dxx
 

г) ;
3 x

dx
 д) ;

sin31

cos
 

dx
x

x
 е)  ;2 dxe x  

ж) 
 ;2

2

xdxx  з)   ;3sin1  dxx  и) ;
4cos2
x

dx
 

к) 


;
1 2

dx
e

e

x

x

 л) ;3 dxxtg  м)   ;5 2
  dxex x  

н) ;ln7
 dxxx  о) ;

2

2
23



dx

xxx

x
 п) ;

25

3
2

4





dx

x

x
 

р) 


;
sin3cos xx

dx
 с) 


;

1313 4 xx

dx
 т) ;2sin3cos dxxx  

у)  ;
sin

cos
6

3

dx
x

x
 ф) .4  dxex

  

Задание2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость: 

а) ;
42

2


x

xdx
 б) 

 
.

1

2

1
2

x

dx
 

Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, ограниченной гиперболой 9xy , осью ОХ  и 

прямыми 3x  и 6x ; 

б)  длину дуги одного оборота спирали Архимеда   3 ; 

в) объем тела, образованного вращением вокруг оси Oy  фигуры, 

ограниченной полуэллипсом  
213 xy  , параболой yx  1  и 

осью Oy .    

Вариант 6. 



 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) 

;
3

2 7
 








 dxe

x
x x

 

б) 
 

;

31
33

2


 x

dxx
 в) ;51  dxx  

г) ;
1 2

2




dx
x

xarctg
 д) 


;

4
dx

e

e
x

x

 

е) 

 ;2cos2sin xdxe x

 

ж) 
 ;2

2

xdxx
 з) ;

3sin 2
x

dx
 и) ;2 xdxtg  

к)  ;
sin

dx
e

e
x

x

 л) 


;
1 4x

xdx
 м) ;2cos dxxx  

н)   ;2ln3 2
  dxxx  о) 




;

4

32
3

dx
xx

x
 

п) 

.
32

2
2

3

dx
xx

x





 

р) 


;
cos2sin xx

dx
 

с) 




;
4545

4 22 xx

dx

 

т) 

;7cos2sin  dxxx

 

у) 

;cossin 22
  dxxx  

ф)   .5
2

  dxex
  

Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость: 

а) ;
ln




e
xx

dx
 б) 

 
.

1

1

1
4

 x

dx
 

Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, ограниченной линиями 1 xey , 32  xey  и 

осью Oy ; 

б)  длину дуги кривой  xxy
3

1
   от 01 x   до 122 x ; 

в) объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox  фигуры, 

ограниченной графиком функции xy arctg  и прямыми 

3

1
1 x   и 32 x .    

 

Вариант 7. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) 

;
32

3

33




dx
x

xxx
 

б) 
 

;

21
23

2


 x

dxx
 в) 


;

1 2x

xdx
 

г) ;
2sin1

2cos
 

dx
x

x
 д) ;

34 2


dx
x

x
 

е) 

 ;3sin3cos xdxe x
 

ж) 
 ;2

23 xdxx
 з) ;

5
sin dx

x
 и) ;

3cos2
x

dx
 

к)   ;1  dxxtg  л) 


;
14

2
x

x dx
 м) ;3sin dxxx  

н)   ;dxarctgxx  

о) 

;
2510

3
23

dx
xxx

x





 п) ;

3
2

25

dx
xx

xx





 



 

р) 





.

sincos1

sin1
dx

xx

x
 

с) 


;
1 3

dx
x

x
 

т) 

;3sinsin  dxxx  

у) ;sincos 32
  dxxx  ф) .

9


xe

dx
  

Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость: 

а) ;
842



  xx

dx
 б) 

.
ln1

3
e

xx

dx
 

Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, ограниченной параболой  xxy 22   и прямой 

2 xy ; 

б)  длину дуги полукубической параболы  
32 xay    от начала 

координат до точки с абсциссой  ax 5 ; 

в) объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox  фигуры, 

ограниченной одной волной синусоиды xy 4sin  и осью Ox .

    

 

Вариант 8. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) 

;1
3

2
2 








 dx

x
x  

б) ;32  dxx  в) 
 

;

41
22




dx

x

x
 

г) ;
5  x

dx
 д) ;

ln4  xxx

dx
 е) 

 ;32

xdxxe x
 

ж) ;2cos 2
 dxxx  з) ;

5
sin1 








 dx

x
 и) ;2 xdxctg  

к) ;
1 2


dx
e

e

x

x

 л) ;
4 4
 x

xdx
 м)  ;cos2 xdxe x

 

н) ;3 dxxarctg  

о) 

;
34

2
23

2

dx
xxx

xx





 

п) 

;
34

2
23

2

dx
xxx

xx





 

р) ;
cos23


 x

dx
 с) 


;

21

4

dx
x

x
 

т) 

;3sinsin  dxxx  

у) ;
2

cos2
 dx

x
 ф)   .3dxex

  

Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость: 

а) .
86

4

2
2
 xx

dx
 б) 



e
xx

dx
.

ln3  

Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, ограниченной параболами: xy 42   и  yx 42  ; 

б)  длину дуги полукубической параболы  32 xy  от точки 

 0;2A  до точки  8;6B ;  

в) объём тела, образованного вращением фигуры, ограниченной 

линиями 
24 xy  , 0y , 0x   вокруг оси Oy .   



 

 

Вариант 9. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) 

;
1

32
3

5 4
 








 dx

x
x  

б) 
 

;

31
52


 x

xdx
 в) ;21  dxx  

г) ;
21 3

2




dx
x

x
 д) 


;

32

2

dx
e

e
x

x

 е) 
 ;23

dxxe x
 

ж)  ;53 dxxx
 з) ;

sin 42

3

 dx
x

x
 и) ;

cossin

2cos
2


dx

xx

x
 

к)  ;
4sin2 x

dx
 л)    ;2cos32 dxx  

м) 

  ;3sin1 2
  dxxx  

н)    ;5ln 2 dxx  

о) 





;

2

4
32

2

dx
xxx

xx
 

п) 


;
1 2

4

dx
x

x
 

р) 


;
cos3sin xxa

dx
 с) 


;

4 4
dx

x

x
 

т) 

  ;8sin2sin dxxx  

у) ;cossin 32 dxxx   ф) 


.

16 xe

dx
  

Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость: 

а) ;

0

2




 dxxe x
 б) .

1

0
2

 xx

dx
 

Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, ограниченной кривыми  52  xy , 
6

2x
y  ; 

б)  длину дуги кардиоиды   cos15  ; 

в) объём тела, образованного вращением фигуры, ограниченной 

параболой 
2

2

1
xy  , прямой xy  4 , 0x  вокруг оси Oy . 

  

Вариант 10. 

Задание 1: Вычислить интегралы: 

а) 

;
1

2
2

3
 








 dx

x
xx

 

б) 

  ;2cos2sin1
5

  xdxx

 

в) ;
1 2
 x

xdx
 

г) ;
41 4

3


 x

dxx
 д) ;

cos21

sin
 

dx
x

x
 е) 

 ;2 23

dxxx
 

ж)    ;1
2
dxex

 з) ;sin dxee xx
 и) ;3cos xdx  

к) 
 


;
1sin2 x

dx
 л) ;3sin2cos dxxx  

м) 

  ;522
  dxxe x

 

н)    ;1sin2 xdxx  о) ;
32

4
23



dx

xxx

x
 п) 




;

27 3

4

dx
x

xx
 

р) 




;
sincos1

cos
dx

xx

x
 

с) 


;
31 4

dx
x

x
 

т) 

  ;8cos5sin dxxx

 

у) ;cos5
 xdx  ф)   .3

2

  dxex
  



 

Задание 2: Вычислить несобственные интегралы или установить их 

расходимость: 

а) ;
4

2

0
2

 x

xdx
 б) 

 
.

52
32




x

xdx
 

Задание 3: Вычислить: 

а)   площадь фигуры, ограниченной кривой  xy ln  и прямыми ex  , 

2ex   и 0y ; 

б)  площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ox  

параболы 122  xy  от  11 x   до 72 x ; 

в) объем тела, образованного вращением вокруг оси Oy  фигуры, 

ограниченной линиями  
2xy   и xy  .  
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